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SUR LA 9'{-ANALYTICITE DE CERTAINS 
ESPACES D'OPERATEURS 

PAR 

MICHEL TALAGRAND 

ABSTRACT 

This paper examines in which case the space of continuous operators of a 
Banach space E within a Banach space F is ~r-analytic for the topology of strict, 
weak convergence. 

Un espace topologique sera dit Y{-analytique [1] s'il est image continue d 'un 

K~,~ d 'un espace compact.  La classe des espaces de Banach E qui sont 

Yf-analytiques pour leur topologie faible o'(E, E ' ) ,  et que nous appellerons des 

e.B. Y{ pour simplifier, poss6de des propri&6s tout-~-fait remarquables:  [4], [5], 

[6]. 

C'est  pourquoi (~ la suite de diverses questions de E.G.  Thomas)  il nous 

semble interessant d '&udier  quand l 'espace ~ ( E ,  F)  des op6rateurs continus de 

l 'espace de Banach E dans l 'espace de Banach F ou certains sous-espaces de cet 

espace, sont Y/-analytiques pour  une topologie convenable.  Comme  il r6sultera 

de nos exemples, il faut pour qu'il en soit ainsi dans des cas non triviaux, choisir 

la topologie la moins fine possible. Nous munirons donc ~ ( E , F )  et ses 

sous-espaces de la topologie de la convergence ponctuelle faible, c'est ~ dire la 

moins fine des topologies rendant les applications T--* f ' (T(x )) continues, pour 

x E E et f E  F ' ,  autrement  dit: 7", ~ T si pour  tout x ~ E on a: T ~ ( x ) ~  T(x) 
pour  o'(F, F ). 

Comrfienqons par quelques r6sultats ~ peu pros 6vidents. 

PgoPosmoy  I. Si ~ ( E , F )  est Yf-analytique, F est un e.B. 3 .  

PREUVE. En effet, si l 'on fixe l E E ' ,  non nulle, il existe un plongement  

canonique f ~  f de F dans ~ ( E ,  F), avec f (x )  = l(x)[ pour  x E E. Le r~sultat en 

d6coule. 
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La proposition suivante est bien connue. 

PROPOSITION 2. Si F est rdflexif, ~(E,  F) est Yf-analytique. 

En effet cet espace est K,, puisque sa boule unit6 est compacte (toujours pour 

la topologie consid6r6e). 

PROPOSITION 3. Si E est sgparable et si F est un e.B.~,  ~?(E, F) est Y{- 
analytique. 

PREUVE. Une r6union d6nombrable d'ensembles ~-analyt iques 6tant Y{- 

analytique, il suffit de prouver que la boule unit6 B de Aa(E, F)  est Y{-analytique. 

Soit (en) une suite dense de E. 

L'espace F N 6tant Yf-analytique pour la topologie produit des topologies 

faibles, il suffit de v6rifier que l'application de B dans F N qui envoie T sur 

(T(e,)) est un hom6omorphisme sur son image, et que cette image est ferm6e. 

Les d6tails sont standards et laiss6s au lecteur. 

D6signons par 5fr(E, F)  l 'ensemble des opfirateurs qui sont limites en norme 

d'op6rateurs de rang fini. 

THEOREME 4. Si F est un e.B. K, ~t(E, F) est Y{-analytique. 

PREUVE. Pour e ' ~  E '  et f E F d6finissons l 'op6rateur Te'.r par Te,.t(e)= 

e'(e)f. L'application de E ' x F  dans 5G(E,F) qui envoie (e',f) sur Te,.t est 

continue lorsque E '  x F est muni de la topologie o '(E' ,  E )  x o'(F, F'). Puisque 

E '  × F est K-analytique pour cette topologie, il s'ensuit que l 'ensemble V des 

op6rateurs de rang 1, qui est exactement l'image E ' x  F, est 5~{-analytique. 

Puisque 5((E, F)  est un e.v.t, on en d6duit que l 'ensemble S des op6rateurs de 

rang fini, qui est l 'espace vectoriel engendr6 par V, est 5r{-analytique. D6signons 

par A la boule unit6 de S. Elle est ferm6e dans S. L'espace S x AN, muni de la 

topologie produit, est Y{-analytique. Le r6sultat d6coule alors de ce que 

l'application de S x A N dans Z ( E ,  F)  qui envoie (T, (T,))  sur T + Z,~I 2-"T,, est 

continue et que son image est ~r(E, F). 

Si F poss6de la propri6t6 d'approximation, Zt(E,F)  est 6gal /t l 'espace 

~c (E, F)  des op6rateurs compacts. On a donc 

COROLLAIRE 5. Si F est un e.B. Y( qui poss~de la propridtd d'approximation, 

~c (E, F) est 3l-analytique. 

Ce corollaire implique bien stir que 37(E, F)  lui-m~me est 9'{-analytique si de 

plus 5g(E,F)= ~c(E,F)  (par exemple si F =  /'(N) et E25 I'(N)). 
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La proposition suivante montre, entre autres choses, que la m6thode de la 

proposition 3 ne peut pas s'6tendre au cas ou E n'est pas s6parable. 

PROPOSITtON 6. Soient I un ensemble et (X,)~r des espaces topologiques 

sdpards non rides. Alors le produit II~IX~ est X-analytique pour la topologie 

produit si et seulement si tousles  X~ sont compacts, saul  peut-~tre un nombre 

ddnombrable d'entre eux qui sont X-analytiques. 

PREUVE. Il est clair que la condition est suflisante. Si X est X-analytique, 

tout sous-produit de la famille des X~ l'est encore. II suflit donc de prouver que si 

I n'est pas d6nombrable et si pour chaque i, X~ est ~r-analytique non-compact, 

le produit X des X, n'est pas X-analytique. 

Un espace X-analytique 6tant de Lindel6f [3] est compact d~s que toute suite 

poss~de une valeur d'adh6rence. Chaque X~ n'6tant pas compact contient ainsi 

un ferm6 infini, discret et donc X contient un ferm6 hom6omorphe h N I. 

Prouvons que cet espace n'est pas X-analytique, par exemple qu'il n'est pas de 

Lindelff:  

Pour j , k  E L  soit Aj.k ={(n , )EN~;  n j=nk}.  C'est un ouvert de N ~, et la 

r6union des Aj, k est N ~ (puisque I n'est pas d6nombrable). 

Mais il est clair que N ' n'est pas r6union d'une famille d6nombrable de Ai, k. 

c.q.f.d. 

Le r6sultat suivant est un peu inattendu, puisque la proposition 6 montre que 

la m6thode de Ia proposition 3 ne peut s '6tendre au cas ou E n'est pas s6parable. 

THEORI~ME 7. Soient E un espace de Banach contenant un compact faible total 

et F u n  espace de Banach contenant un sous-espace r~flexif G tel que (F /G) '  soit 

sdparable en norme. Alors ~ ( E ,  F) est 3{-analytique. 

PREUVE. NOUS allons montrer  plus pr6cis6ment que la boule unit6 B de 

L,f(E, F)  est un F,,~ de la boule unit6 B" de ~ ( E ,  F") (ou ce dernier espace est 

muni de la moins fine des topologies rendant continues les applications 

T---~ T(e) ( f ' )  pour e E E, f ' ~  F'), ce qui suffira puisque B" est compacte. 

D'apr~s [2], p. 152, th6or6me 5, il existe une partie totale ( e , ) ~  de E telle que 

e, converge faiblement vers 0 suivant le filtre des parties cofinies de I. 

Soit D un disque faiblement compact total de F (par exemple l 'enveloppe 

disqu6e faiblement ferrule de la boule unit6 de G e t  d 'une suite convergeante 

vers 0 dont l'image dans F / G  est totale) et soit (f',) une suite dense en norme 

dans le polaire G O de G dans F '  (qui est s6parable en norme par hypoth~se 

puisque G " =  (F/G)') .  

D~signons par C la boule unit6 de F". Pour des entiers n e t  p posons: 
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A f'=,, { T E B " ; V i E L  ( F ( e i ) E n D + l p  Couk<=p ~ IT(e~) ( fd ) l=< l )} .  

Puisque C et D sont compacts pour  o'(F", F ' )  l 'ensemble nD + (1/p)C est 

ferm6 dans F" pour cette m6me topologie, donc A P, est ferm6 dans B". Prouvons 

que B = Op  U,AP. .  

Soient T E B et p fix& Puisque T e s t  faiblement continu, on a lim,f{(T(e,)) = 
0 pour tout k. I1 existe donc une partie finie J de I telle que pour i ~ J on air 

If[(T(e,))l<-p -1 pour tout k =<p. D 'au t re  part, U , n D  est un sous-espace 

vectoriel de F (puisque D est un disque) qui est dense puisque D est total. I1 

existe donc un entier n tel que pour i E J on ait T(e,) E nD + p-lC. Ceci montre  

que TEA~,  et donc que B C Np U.AP, .  

Pour prouver  l'inclusion inverse, il suffit de montrer  que si T E NpA~,, pour  

une suite np, alors T E B. 

Puisque la famille (e~)~t est totale, que T e s t  continu en norme, et que F est 

ferm6 en norme dans F", pour  prouver  que T est ~ valeurs dans F, il suffit de 

prouver  que pour tout i on a T(e,) E F. Fixons i E I ; par d6finition de A p on a: 

P 

Deux cas sont possibles. Tout  d 'abord,  s'il existe une sous-suite (p,) telle que 

pour  tout entier 1 on ait T(e~)~np, D+p~'C,  on a T(e~)~ f"l~(F+pttC), 
puisque D C F. Puisque F est ferm6 en norme dans F", on a donc T(e~)E F. Si 

une telle suite n'existe pas, pour  p assez grand on a IT(e~)(fd)l <=p ~ pour tout 

k =< p, et donc T(e,)(f'~) = 0 pour tout k. La suite (f~) &ant dense dans le polaire 

G O de G, ceci montre  que T(e~) appartient au bipolaire de G dans F", qui n'est 

autre que G puisque G est r4flexif, c.q.f.d. 

REMARQUE. On peut remplacer  l'hypoth?~se que G est r6flexif par celle, plus 

faible, que le bipolaire de G dans F" est contenue dans F, i.e. que la boule unit6 

de G est relat ivement faiblement compacte  dans F. 

Nous allons maintenant  donner  des exemples pour  montrer  que les r6sultats 

pr6c4dents ne sont gu6re am61iorables. 

EXEMPLE 8. Soit I un ensemble non d4nombrable.  Alors 12(I) est r6flexif et 

co(l) est un e.B. Y{ (comme il r6sulte du fait qu'il contient un compact  faible total 

[5]). Pourtant ~(1,,(I), co(l)) n'est pas Y{-analytique. 

PREUVE. Soit (el) la base canonique de ldI ). L'espace Co(I) est isomorphe & 

c,,(N x /). Pour chaque suite s = (s,) C N' consid6rons l 'op6rateur  Ts donn6, par 
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T,(e,) = ~, ou ~ (n, j )  = 1 pour j = i et n -< s,, et z6ro sinon. On voit sans peine 

que l'application s ~ T, est un hom6omorphisme sur son image et que cette 

image est ferm6e, d'ofi la conclusion d'apr6s la proposition 6. 

EXEMPLE 9. Soit I un ensemble non d6nombrable. Alors ~(11(I), co(N)) n'est 

pas K-analytique. I1 6tait donc bien n6cessaire de faire une hypoth~se sur E 

dans le th6orbme 7. 

PREUVE. En effet,  si B d6signe la boule unit4 de c0(N) munie de la topologie 

faible, cette boule n'est pas compacte; donc la boule unit6 de ~(ldI) ,  co(N)), qui 

est hom6omorphe ~ BS, n'est pas ~-analyt ique d'apr6s la proposition 6. 

EXEMPLE 10. Soit I un ensemble non d6nombrable. Alors 12(I) est r6flexif. 

Mais quoique ~([0, 1]) soit s6parable, Le(12(I), ~([0, 1])) n'est pas ~-analytique.  

I1 ne suttirait donc pas de supposer F/G s6parable dans le th6orSme 7. 

PREUVE. Elle est sensiblement plus d61icate que celle des deux 6nonc6s 

pr6c4dents. D6signons par B la boule unit6 de ~ ([0, 1]), munie de la topologie 

faible. D6signons par D l e  sous-ensemble de B ~ form6 des familles (¢~)~ de B 

telles que ¢~¢j = 0 pour i J j. (Une telle famille ne poss6de qu'au plus un nombre 

de composantes non nulles.) D6signons par (e~)~1 la base canonique de Iz(I). 
Pour ¢ E D on peut d6finir un op6rateur continu T~ de lffI) dans ~([0, 1]) par 

T~ (e , )= ~p~. 

L'application ¢ ~ T~ est un hom6omorphisme sur son image, et cette image 

est ferm6e, comme on le voit sans peine. I1 suffit donc de prouver que D n'est 

pas Y/-analytique: 

D6signons par C la boule unit6 de ~([0, 1]) munie cette lois de la topologie de 

la convergence ponctuelle. Nous allons en fait prouver que D n'est pas 

Y{-analytique pour la topologie induite par C 1 (ce qui suffit puisque cette 

topologie est moins fine que la topologie originelle). Soit K un espace compact 

contenant C (par exemple [ -  1,1] t°' q). 

D4signons par E (resp. S) l 'ensemble des suites infinies (resp. finie) d'entiers 

positifs. Pour s E S e t  tr E E, notons s < ~r le fait que s soit le d4but de tr. Si D 

est Y/-analytique, on peut l'4crire [1] 

D = U  f-) X~ 

oh pour chaque s, X, est un ferm6 de K ~. D6signons p a r / 5  l 'adh6rence de D 

dans K s, et par 7r~ la projection de K s sur le facteur de rang i. Posons, pour s E S 

Y, = ~5 n 1-I (~, (X,) u {0}). 
i E l  
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C 'es t  un ferm6 de K ' .  P rouvons  que D = I1 est clair que  

D C U ~  n ,~ , .Y~ .  P u i s q u e / 5  n c I = D, il suffit de p rouve r  que pour  toa t  

o" E £ on a n,.~ Y~ C C' .  Mais puisque n,.~x, c c ' ,  on a: 

s < o "  x < c r  i E l  i E l  

Pour  tou te  suite finie s, posons  Ds = U,<o  n,.~o Y,. Nous  allons const rui re  par  

induction une suite (V , )  d ' in terval les  ouver t s  de [0, 1], une suite d6croissante  de 

sous-ensembles  ( / , )  de I e t  une suite (k , )  d 'ent iers ,  telle que si on pose 

s, = ( k l , " ' ,  k , )  les condi t ions  suivantes  soient  vdrifi6es: 

(a) ~?, C V._,. 

(b) I \ I .  est d~nombrab le .  

(c) Tou te  famille ~ G D telle que supp~p~ C V, pour  tout  i et que qh = 0 si 

i ~  I,, appar t i en t  h D~. 

Pour  cela posons  V0 = [0, 1], I0 = / ,  so = Q, puis supposons  la construct ion 

effectu6e jusqu ' au  rang n. Soit (V~) une suite d ' in terval les  ouver t s  disjoints,  

l ' adh6rence  de chacun d 'eux  6tant  con tenue  dans V.. Pour  chaque  ent ier  k 

d6signons par  tk la suite finie ob t enue  en ra jou tan t  ~ s, un (n + 1) i6me t e rme  

6gal ~ k. 

Si le choix de 1.+1, V,+~, k,+~ est impossible ,  on peut  construi re  par  induction 

des par t ies  d~nombrab l e s  disjointes Lk de I,, et des familles ~ ~ de D telles que 

k ~ D,~, que ~ ~ = 0 pou r  i ~ Lk et que supp ~p ~ C Vk pour  tout  i e t  tout  k. Soit ~0 

l '~16ment de D donn6, par  ~ = ~ si i E L k  et qh = 0 sinon. 

La condi t ion (c) mon t r e  que ~ E D~. Puisque D~. = [.-JkD,~, il existe k tel que 

@ D,~, donc o" E Z telle que tk < O" et que q~ E n,<. Y,. La ddfinition de Y, 

m o n t r e  que ~p k E n,.<,,  Y,. On a donc  ~ ~ E D,~, ce qui est absurde  et t e rmine  la 

construct ion.  

L ' e n s e m b l e  n , I ,  n 'es t  pas vide puisque son compl6men ta i r e  est au plus 

d6nombrab le .  Soil i un point  de cet ensemble ,  or la suite (k , )  et ~b, une suite de 

fonct ions  de %°([0, 1]) telles que 0 - t o ,  ~ 1, avec to. 6gal ~ 1 sur V,+, et 0 en 

dehors  de V.. La condi t ion (c) impl ique  que to, E rr~ (D~°) C 7r, (Y,.)  pou r  tout  n. 

Puisque f"l,<,,rr~ ( Y , . ) =  rr~ (("1~<,, Y , . )C  B, toute  va leur  d ' a d h 6 r e n c e  de la suite 

tO, dans  K appar t i en t  a B, donc  la suite tO, poss~de une va leur  d ' a d h 6 r e n c e  

cont inue,  ce qui est absurde,  c.q.f.d. 

Pour  conclure,  voici un exemple  mon t r an t  que l 'on ne peu t  gu~re ob ten i r  de 

r6sultats pou r  des topologies  plus fines que  celle que nous avons  envisagfe .  

D6signons  par  r la topologie  de la conve rgence  ponctuel le  en n o r m e  sur 
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LP(E,F), c'est a dire la moins fine des topologies rendant continues les 

applications T --* II T(x)Jl ofa x ~ E. La m6thode de la proposition 3 prouve que 

LP'(E, F) est Yf-analytique si E et F sont separables, et celle du th6or~me 4 que 

LeT(E, F) est Yf-analytique si F est separable. 

EXEMPLE 11. Si I n'est pas d6nombrable, 0~'(12(I),12(N)) n'est pas ~ -  

analytique. 

PREUVE. D6signons par (e,),~, la base canonique de 12(I) et par (f,) celle de 

12(N). Posons g, = f,  s in  > 0, go = 0. Soit D l e  sous-ensemble de N' d6fini par: 

d = (d,),~, E D ¢:~ (Vi, j ~ L i~  j ~ ( d ,#  4 ou d, = ds = O)). 

A chaque 616ment d de D associons l 'op6rateur Ta de ~(12(I)IN(I)) donn6 par 

Ta(e , )=  gd,. L'application d ~  Tn est un hom6omorphisme sur son image, 

laquelle est ferm6e. 

I1 sutIit de montrer  que D n'est pas Yf-analytique. Or D n'est pas de Lindel6f. 

En etlet, si V, d6signe l 'ensemble des 616ments de D tels que dl = 0, on a 

D = l,..J~ V,, quoique aucune famille d6nombrable de V, ne recouvre D. c.q.f.d. 
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